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I ntroduccién

En la actividad matemética hay que de resolver problemas utilizando determinadas técnicas.
Estas técni cas necesitan un conjunto organizado de objetos matematicos quelasjustifiqueny se
plasman en un conjunto de notaciones que son utilizadas en determinadas practicas. Este
conjunto de practicas se puede parcializar en diferentes clases de précti cas mas especificas, que
son utilizadas en un determinado contexto y con un determinado tipo de notacién, produciendo
un determinado sentido. Un cambio de notacion puede activar un sentido diferente, o sea, un
subconjunto de préacticas publicas y privadas, que pueden facilitar o dificultar laresolucion de
la actividad. Por este motivo consideramos (Font 2000) que las diferentes representaciones
ostensivas' de los objetos mateméticos y las traducciones entre ellas son un elemento
fundamental para su comprensiony, por tanto, para su ensefianzay aprendizaje. Las diferentes
formas ostensivas que pueden representar a un objeto (o sistema organizado de objetos)
matemético son € resultado de unalarga historiaen la que a veces introducir una nuevaforma
de representacion plasma un nuevo programa de investigacion.

El papel que juegan los ostensivos asociados a un objeto matematico en la construccién de
significado es un tema clave para la didactica de las matematicas. En este trabajo mas que
analizar en general € papel que juegan los ostensivos en la produccion de sentido nos hemos
centrado en €l andlisis de las representaciones ostensivas asociadasa f(x) y f (X) que pueden
ser activadas en €l calculo def x). En la primera parte sugerimos g emplos de actividades en
las que los alumnos, por propiainiciativao bien siguiendo lasinstrucciones del profesor, han de
realizar traducciones entre representaciones ostensivas de f(x), traducciones entre
representaciones ostensivas de f (x) o bien han de obtener una representacion ostensivade f
(X) a partir de una representacion ostensiva de f(x). En la segunda parte analizamos y
comparamos, desde €l punto devistadelosostensivosimplicados, diferentestécnicasdecélculo
de la derivada de la funcion seno.

1 Representaciones ostensivas asociadas a f(x) y f (x) activadasen € calculo def {x)

De lainvestigacion didactica reciente sobre el concepto de funcién hay que destacar dos tipos
de investigaciones: 1) Las que se han ocupado de analizar € papel que juegan las diferentes
clases de representacion del concepto de funcion ( Borbay Confrey 1996; Fuente y Aranda
1994, Janvier 1987; Garcial994; Garciay Llinares1994; Romberg, Carpenter y Fennema1994,
Ruthven 1990, Schwartz y Dreyfus 1995) y 2) Las gque han analizado la nocién de funcion
como proceso y como objeto (Breindenbach y otros, 1992; Dubinsky y Harel 1992; Dubinsky
1991y 1996; Sfard 1991y 1992, Slavitt 1997).

Janvier (1987), en sustrabajos sobre el concepto de funcidn considera que | as representaciones
(agui llamadas representaciones ostensivas) asociadas a concepto de funcidon se pueden
clasificar en cuatro clases (expresion andlitica, tabla, graficay expresion verbal) que, aunque



idealmente contienen la misma informacién, ponen en funcién diferentes procesos cognitvos,
cadauno deellosestrechamente rel acionado con losotros. L arepresentacion gréficaconectacon
las potencialidades conceptualizadoras de la visualizacion y se relaciona con lageometriay la
topologia. La representacion en forma de tabla pone de manifiesto |os aspectos numéricos y
cuantitativos. La expresion analitica conecta con la capacidad simbdlica y se relaciona
principalmente con el algebra, mientras que la representacion verbal se relaciona con la
capacidad linglistica de las personasy es bésica parainterpretar y relacionar las otrastres. Las
ideas de Janvier, gracias a su poder explicativo y relacional, han servido de base a muchas
investigaciones posteriores sobre ladidacticade las funcions y se han concretado en materiales
de aula que han hecho cambiar la manera de trabajar las funciones’ en las aulas.

Janvier, entre otros, considera que el aprendizaje de las funciones no se hade limitar al de una
sola de estas formas de representacion, sino que ha de incluir la capacidad de traducir la
informacion de una representacion a otra.

hacia Situacion, Tabla Gréfica Expresion
desde Descripcion simbdlica
verba
Situacion Distintas Estimacion/célcul Boceto Modelo
Descripcion descripciones odelatabla
verbal
Tabla Lecturadelas Modificacion de Trazado dela Ajuste numérico
relaciones latabla gréfica
numericas
Gréfica Interpretacion de Lecturadela Variaciones de Ajuste gréfico
lagrafica grafica escalas,
unidades,
origen, etc.
Expresion Interpretacion de Célculodelatabla | Representacion | Transformaciones
simbdlica laformula dando valores grafica delaférmula
(interpretacion de
pardmetros)

Figura 1. Adaptacion de latabla propuesta por C. Janvier

Esta tabla contempla las posibles traducciones de una forma de representacion a otra, asi como
lastraducciones dentro delamismaformade representacion, que sonlasdeladiagonal. Latabla
anterior pone de manifiesto la multiplicidad de relaciones que se pueden establecer entre las
diferentes formas de representar unafuncion. El paso de unaaotra puede ampliar y reorganizar
lainformacién que estaimplicitaen unade las formas de representacion. Si bien seriadeseable
gue los alumnos trabajasen la traduccién entre todos | os diferentes tipos de representaciones de
las funciones, la introduccién de las calculadoras graficas y los programas informaéticos en la
ensefianza secundaria permite automatizar y, por tanto, facilitar y ssimplificar algunas de las
posibles traducciones entre | as representaciones funcional es.

L os trabajosde Janvier sobrelastraducciones entre lasformas de representaci on de unafuncion
nos han sugerido la siguiente tabla:
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En estatablatenemos, en lascasillas con cuadricul a, lastraducciones entre las diferentesformas
de representar una funcién y, en las casillas con rayas, las traducciones entre las diferentes
formas de representar la funcién derivada. Las casillas blancas nos conducen de una forma de
representar lafuncion aunaformade representar lafuncion derivada, mientrasquelasgrisesnos
permiten hallar la primitiva de una funcion a partir de la funcion derivada. Cuando
consideramos que una de las formas de representacion de  f(x) es la tabla, nos estamos
refiriendo a unatabla de valores y no alas tablas de monotonia que se pueden obtener a partir
del estudio del signode f 1x).

En este articulo hemos partido delahipétesis (*) qued calculo def {(x) apartir def(x) se puede
interpretar como un proceso en €l que se ha de considerar:

1) Traducciones entre las distintas formas ostensivas de representar f(x)

2) El paso de una forma de representacion ostensiva de  f(x) a una forma de representacion
ostensivade f*(x).

3) Traducciones entre las distintas formas ostensivas de representar f 1x).

Este proceso se concreta en diferentes técnicas de calculo de la funcion derivada. Un gjemplo
de técnica (que més adelante [lamaremos técnica 2) que concreta este proceso seria:
Gréficade f(x) &= Tablade f'(x) Y Gréficade f'(x) Y Expresion anditicade f '(x)

El primer paso de este esquemaindica que lagréficade f(x) eslaforma de representacién de
lafuncion f(x), que se presentaa alumno como punto de partida para que éste realice las
acciones (por eemplo calcular pendientes) que le permitirdn obtener una forma de
representacion de lafuncién derivada, en este caso, unatablade valoresdef *(x). Los otros dos
pasos son traducciones entre diferentes formas de representar lamismafuncion, en este caso |la
funcion f '(x). Este tipo de esquemas estan formados por un paso que permite obtener una
forma de representacion de lafuncién derivada f *(x) apartir de unaforma de representacion
de la funcion  f(x) , y por otros pasos que son traducciones entre diferentes formas de
representacion de la misma funcion. Por tanto, €l proceso de la hipétesis (*), se puede
descomponer en |os siguientes subprocesos:

1) Representacion ostensivade f(x) Y Otras representaciones ostensivasde  f(x)
2) Representacion ostensivade f(x) = Representacion ostensiva de  f *(x)

3) Representacion ostensivade f'(x) Y Otras representaciones ostensivas de f *(x)

A continuacion siguen giemplos de actividades, entendidas en sentido amplio y a nivel de
bachillerato, en las que el aumnado ha de realizar alguno de estos tres subprocesos. Los
ejemplos no contemplan todas |as posibilidades de latablade lafigura 2, pero si algunas de las
gue consideramos mas relevantes para el calculo de f x).

Ejemplo 1. Expresion simbolicadef (X) &= Expresion simbdlicadef {x)

Laformanhabitual decalcular laexpresién simbdlicadelafuncién derivada consisteen calcular



o limite  f/(x) = lim fw utilizando la expresion simbdlica de la funcion f(x).
h-0
Ejemplo 2. Expresién simbdlicade f(x) £ Graficade f (X)

Un gjemplo de este subproceso seriadibujar lagraficade larectahorizontal y = 3 apartir dela
formula de una recta, por giemplo f(x) = 3x+2. Otro e emplo es e procedimiento que permite
obtener la gréfica de lafuncion derivada a partir de la expresion simbdlica def(x), utilizando

i) - A

un graficador para representar la funcién ( funcién gradiente o

funcion pendiente de la funcion f (X) seglin un incremento h) con h suficientemente pequefio.
Lagrafica que dibuja el graficador se puede considerar que es “casi” la gréfica de la funcion
derivada.

Ejemplo 3. Expresion simbdlicadef (x) = Tabladef 1X)

Paraintroducir el concepto de funcion derivada es conveniente primero calcular laderivada de
unafuncion en diferentes puntosy confeccionar unatabla con los val ores obtenidos.

Actividad: Latabla siguiente recoge valores de la derivada de la funcién f(x) = x? en diferentes
puntos que se han caculado en otras actividades, utilizando la expresion
f/( a) = lim f(a +h) _f(a)

B~ h

0

abscisa -1 |0 1 2 3 4
derivada | -2 | O 4 8

Caculaf "(1) y f "(3) y completalatabla

Hay alumnos que responden a la actividad anterior calculando f *(1) y f "(3) utilizando la
definicién de derivada en un punto, pero hay otros que observan que los valores de la derivada
siempre son €l doble de los valores de la abscisay responden quef (1) =2 y f'(3) =6sin
necesidad de hacer ningun célculo.

Ejemplo 4. Expresion simbdlicade f (X) == Descripcion verbal de la situacién en términos de

f )

Se realiza en situaciones contextualizadas cuando, a partir de laférmula de lafuncion, tenemos
gue dar una descripcion de la situacion en términos de derivada.



Actividad: La férmula que permite obtener €l espacio recorrido por un corredor en
funcion del tiempo es f(x) = 4x. ¢Su velocidad instantanea es constante o bien va
variando?

Ejemplo 5. Gréficade f(x) 2 Expresion simbodlicadef 1x)

A partir delagréaficade lafuncién el alumnado hade hallar una condicion que cumplan
todas las tangentes. La simbolizacidn de esta condicion permite hallar la expresion
simbdlica de lafuncién derivada. El g emplo paradigmatico es el calculo de lafuncion
derivada de las funciones de proporcionalidad directay de las funciones afines.

Actividad: a) Dadalafuncion de proporcionalidady = ax'y un punto de abscisax,, ¢Cudl
es larectatangente alafuncion en este punto? ¢Y |a pendiente?

b) Justifica que la funcidn derivada de la funcién de proporcionalidad f(x) =ax esla
funcién f'(x)=a

[xp.axg)

1
bdi] 14 15

v =axth

Figura3

Ejemplo 6. Gréficade f (x) = Graficade f'(X)

Este subproceso se realiza en situaciones en las que se ha de confeccionar lagréficade
lafuncidn derivada a partir de la gréfica de la funcion analizando los intérvalos en los
gue lafuncién crece, decrece, maximosy minimos, etc.

Actividad: A partir dela
grafica de la funcion f

(X) dibujaun esbozo de &
lagréficade su funcion
derivada.
fix] 1
3 2 1 2 3 4 5
-1
-2
-3
Figura4



Ejemplo 7. Gréficadef (x) = Tabladef '(X)

Actividad: a) Calculala pendiente de la recta tangente en el punto de abscisax =5
b) Mueve el punto esqy completa latabla siguiente:

X 2|3|4 (5 |6 |7 |8 |9 (10|11

pendiente de |a recta tangente

FLTwer M ¥ = r [+ i i rF

Figura5

Ejemplo 8. Gréficade f (x) == Descripcién verbal en términosde f *(x)

Actividad: Lailustracion siguiente nos muestra lo bien que lo pasa un esquiador.

N |
D

Figura 6



a) ¢En cud de estos tres momentos le cuesta mas esquiar? ¢Por quée?

b) Utilizaunareglay prolongalos esquies en los puntos A, By C. ¢Qué clase de recta
Se obtiene?.

¢) Si consideramos que €l perfil de lamontafia eslagrafica de unafuncion, ¢, Cual esel
valor deladerivadadelafuncién en A? ;Quésigno tieneladerivadadelafuncion enlos
puntosBy C?

Ejemplo 9. Tablade f'(x) Y Expresionsimboélicadef *(X)

Actividad: Si ahoraquisiéramoscalcular laecuacion delarectatangentealafuncionf(x)
=x?enlospuntosde abscisax =-7,x=-12, x=-15, x = 10, x= 21 y x = 40 tendriamos
que calcular f '(-7), f '(-12), f'(-15), f "(20), f '(21)) y f "(40), pero antes
completaremos la tabla siguiente con los valores de la derivada de la funcion f(x) = x?
en diferentes puntos que ya hemos cal culado en actividades anteriores:

abscisa -1 |0 1 2 3 4
derivada | -2 | O 2 4 6 8

a) A partir delatablahallaunaférmulaque, sabiendo el valor delaabscisa, nospermita
calcular laderivadade lafuncion f(x) = x* para este valor de la abscisa.

b) Utilizando estaférmulacalcula f '(-7), f "(21) y f "(40).
Ejemplo 10. Expresion simbdlicadef (x) Y Expresionsimbdlicadef (x)

Este tipo de traduccién la encontramos para una funcion cual quiera cuando se pasa de
fash)-fix P = tim SO S@)
h

., /| _ 1 .,
la expresion f'(x) = lim ala expresion
h-0 x»a X — d

también para funciones particulares. Por gjemplo:

Funcion Funcion derivada Transformacion de la derivada
f) = x U O , ;-1
F0= Sk S = o
f(x) = tg x f'(x) =1+ tg*x
1
flo= —;
COoS™ X




f(x) = cotg X f*(X) = -1 - cotg®x

ro- - —
sin” x

Ejemplo 11. Gréficade f(x) Y Graficade f(X)

Este tipo de transformacion aparece cuando se realiza un zoom de la gréfica de una
funcion. Por ggemplo, cuando se pretende hacer observar a los alumnos que la recta
tangente es la que mas se aproxima a la gréafica de la funcion en las proximidades del
punto.

Ejemplo 12. Expresion simbdlicadef (x) Y  Expresion simbdlica def (x)
Este tipo de traduccion es muy importante cuando se aplican las reglas de derivacion.

Por gemplo, paracalcular laderivada de lafuncion f(x) = log, X, el hecho de considerar
latransformacion  logx =kInx , permitecalcular laderivadadelafuncion f(x)=

log.x delamanerasiguiente:  f(x) = k(Inx)’ = Pl -k
X X
dondek esigual alog, e o bien IL . Por tanto:
na
log e 1
1 = 22 ' log x)/ = —
(log,x) . o bien (log,x) o

2 Analisisde diferentestécnicas para calcular la derivada de la funcién seno.

A continuacién ilustraremos con un gemplo las diferentes técnicas de calculo de
funciones derivadas en las que se puede concretar €l proceso de la hipdtesis (*),

Ejemplo: Andlisis de diferentes técnicas para calcular la derivada de lafuncion
seno desde €l punto de vista de las representaciones ostensivas
implicadas.

Empezaremos con la técnica habitual para calcular la derivada de la funcio seno; a
continuacién comentaremos algunas aternativas en las cuales interviene €
reconocimiento de la gréfica de lafuncion coseno. Seguidamente, comentaremos una
nueva aternativa de calculo de la funcion derivada inspirada en las ecuaciones
diferenciales. Finalmente, valoraremos lasdiferentestécnicasdesde el punto devistade
|as representaciones ostensivas implicadas.

2.1 La derivada de la funcion seno en los libros de texto (técnica 1)
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El cllculo de las derivadas de | as funciones trigonométri cas el emental es contempladas
en el curriculum del bachillerato se concreta en diferentes secuencias de actividades en
los libros de texto. Unalectura de los textos escolares actuales® pone de manifiesto una
cierta estructura comun en lamayoria de ellos. Esta estructura consiste en:

1 Cdcular la derivada de la funcion f(x) = sen x directamente a partir de la
definicion de lafuncién derivada

sen(x+h)-sen(x)

h

fi(x) = lim
B0
de lamanera siguiente:

2cos(x+ ﬁ)-senﬁ senﬁ

o) = lim Senxrh)sen®) _ - 1im cos(x+ 2y —2 =
) h ) h -0 2" h

2

Sen—

= lim cos(x+ﬁ)-lim _2. lim cos(x+ﬁ) = COSX
h~0 2" heo -0 2

N | >

2 Calcular lasderivadas delas otras funciones trigonométricasindirectamente, es
decir apartir delaregladelacadena y lareglade laderivadadel cociente.

El primer punto de esta secuencia necesita:

. . senh
1 demostrar previamente que lhllf)l =1
2 Utilizar las formul as trigonométricas que convierten una diferencia de senos en
un producto: senA - senB = 2cosA+B~senA_B (con A=x+hyB=

X).
Desdeel punto devistadelasrepresentacionesimplicadas, estademostracion esde tipo:
Expresion smbdlicade f (x) 2= Expresion smbdlicade f *(x)

yaque laexpresion simbdlica de f(x) eslaforma de representacion de lafuncion f(x)
gue se presentaa alumno como punto de partida de las acciones que permiten obtener
unaforma de representacién de lafuncion derivada, en este caso la expresion simbdlica
de f*(x). Sabemos que lacomprension del calculo deladerivadade lafuncién seno por
este método resulta dificil de entender para la mayoria de los dumnos y, ademas,
consume cierto tiempo. Si aestos dos el ementos afiadimos que unade las caracteristicas
del contrato didéctico vigente en la ensefianza secundaria es la obligacion del profesor
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de " ensefiar autilizar determinadosalgoritmos’ tenemos como resultado quelamayoria
del profesorado se ahorra esta demostracion, aunque esté explicadaen el libro de texto,
y se preocupa basicamente de que los alumnos dominen latécnica de la derivacion.

2.2 Alternativas en las que el alumno ha de reconocer la grafica de la funcion coseno

A continuacion siguen dos secuencias (alternativas 1y 2) paracalcular laderivadadela
funcion seno en las que los alumnos han de reconocer |a gréfica de la funcidn coseno.

2.2.1 Alternativa 1 (técnica 2)
Consiste en desarrollar el proceso siguiente:

Gréficade f(x) &= Tablade f'(x) Y Graficade f"(x) Y Expresién simbdlicade f
"(¥)

El primer paso de este esquema indica que la grafica de f(x) es la forma de
representacion delafuncidén f(x) que se presenta alos alumnos como punto de partida
paraque éstos realicen las acciones (por gjemplo calcular pendientes) que les permitan
obtener una forma de representacién de la funcién derivada; en este caso, unatabla de
valores de f "(x). Los otros dos pasos son traducciones entre diferentes formas de
representar lamisma funcién; en este caso, lafuncion f*(x).

1 Gréficade f(x) == Tablade f'(x)

El primer paso de este esquema se puede conseguir apartir de lagraficade lafuncién
seno si el alumno sabe utilizar un Amedidor de pendientesi. Otra posibilidad consiste en
presentar alos alumnos una grafica en papel milimetrado de la funcion seno en la que
se han dibujado rectas tangentes en diferentes puntos, para que ellos calculen las
pendientes de estas rectas. El calculo de pendientes se puede facilitar utilizando un
graficador, por jemplo el programa Calcula’, que permite calcular diferentesvalores de
f '(x) apartir delagréficade lafuncién seno.

2Tablade f'(x) Y Gréficade f'(X)

A partir de la tabla de valores, los alumnos han de dibujar una grafica en papel
milimetrado.

3 Gréficade f"(X) Y Expresion simbdlicade f *(x)

El alumno ha de reconocer que la gréfica que ha obtenido es la de la funcién coseno.
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En estaalternativa el punto de partidaeslagraficadef (xX) y su expresion simbdlicano
se utiliza. Dicho de otra manera, si el alumno no supieraque lagréaficaque le dan esla
de lafuncién seno, podriallegar a mismo resultado.

2.2.2 Alternativa 2 (técnica 3)

Otra alternativa diferente (Tall 1992) consiste en desarrollar e proceso siguiente:
Expresion smbdlicade f (x) &= Gréficade f (xX) Y Expresion simbdlicade f *(X)

1 Expresién smbolicade f (x) &= Gréficade f '(x)

Una manera de obtener la grafica de la funcion derivada a partir de la expresion
simbdlica de f(x) consiste en utilizar un graficador para representar la

i) - oA

funcion (funcion gradiente o funcion pendientedelafuncion

f (X) segn un incremento h) con h suficientemente pequefio. La gréfica que dibuja el
graficador se puede considerar que eslade lafuncion derivada.

[

El#'rl

o 3

|
|1

&
-3 T

1

L TR R EANTE R N e BT R |

Figura7

2 Graficade f '(x) Y Expresion simbolicade f *(x)
El alumno ha de reconocer que la gréfica que ha obtenido es lade la funcion coseno.

El dltimo paso de las dos alternativas anteriores supone que € alumno es capaz de
reconocer la gréafica de la funcidén coseno que tiene en e papel milimetrado o en la
pantalla del ordenador.

2.3 Alternativas relacionadas con la ecuacion diferencial (f (x))?+ (f '(x))*=1
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Lafuncion seno esunasolucion delaecuacion diferencial: (f (x))? + (f *(X))>= 1. Deesta
ecuacion diferencial se deduce el siguiente procedimiento que permite dibujar la recta
tangente en un punto cualquiera de la grafica de lafuncién seno:

1

4

fH] =senx

Figura 8

Dibujaunacircunferenciaderadio 1 con centro en (a, sen a) y determina
el punto de corte con el ge de abscisas cuya abscisaes> a (e punto C
gue se encuentra ala derechade a).

Dibujaunarectaparalelaal ge de abscisas que pase por €l punto (a, sen
a) y determina el punto de corte con la circunferencia anterior cuya
abscisaes> a (el punto D que se encuentra aladerechade (a, sen ).

Mide & segmento del ge horizontal que tiene por origen (a , 0) y por
extremo el punto determinado en el primer paso (el segmento BC).

Con origen en e punto D, dibuja un segmento vertical deigual longitud
que el segmento BC con extremo E, de mayor ordenada que D s la
funcion es creciente en X = a'y menor ordenada si es decreciente (hacia
arriba si lafuncion es creciente y haciaabajo si es decreciente) y marca
el extremo (punto E).

Dibujalarecta que pasa por € punto obtenido en el paso anterior y por
el punto (a, sen a)

2.3.1 Alternativa 3 (tecnica 2)

En el anexo 1 tenemos un cuestionario en el que los alumnos tienen que aplicar este
procedimiento para:

1) Dibujar tangentes ala grafica de la funcion seno en diferentes puntos
y acontinuacion:
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2) Calcular sus pendientesy confeccionar unatabladef *(x).
3) Dibujar una gréfica a partir de latabla anterior
4) Reconocer la grafica anterior como la de la funcion coseno.

En este cuestionario tenemos unavariacion delaaternativaly, por tanto, seguimoscon
latécnica 2:

Gréficade f(x) = Tablade f'(x) Y Graficade f'(x) Y Expresion simbolicade f
(%)
2.3.2 Alternativa 4 (técnica 4)

En el cuestionario 2 (ver anexo 2) se propone alos alumnos unaactividad guiadaen la
cual, a partir del andlisis del procedimiento que permite dibujar la recta tangente ala
funcidn seno en cualquier punto, el alumnado tenia que:

a) Justificar que DE=f"'(@)i BC=1f"(a)
b) Utilizar d tridngulodguientey laiguadedsir’x+ cos'x=1, parademosrar que  f(x) = +cosx

| |

]

Figura9

c) Comparar €l signo de-cosx con el crecimiento y el decrecimiento de lafuncion seno
y explicar por qué no es posible lasolucién f *(x) = - cos x

En estaactividad, ademasde utilitzar lagréficadelafunciony el procedimiento anterior,
se ha de utilizar que la expresion simbdlica de la gréfica es f(x) = sen x 'y, por tanto,
tenemos una nueva técnica que responde al esquema:

Gréficade f (X)/Expresion simbolicade f(x) == Expresion ssimbdlicade f *(x)

Con este esquema, simbolizamos que el punto de partida de | as acciones de |os alumnos
(aplicar el procedimiento paradibujar tangentes) eslagréficadelafuncién. Laexpresion
simbdlica de f (X) es necesaria para simbolizar la condicién que cumplen todas las
pendientes delasrectastangentes, lacual nos permite deducir laexpresion ssmbolicade
f '(xX). Si los alumnos han practicado el céalculo de la pendiente de una recta y €l
significado geométrico deladerivadaen un punto, pueden llegar adescubrir facilmente
gue f '(a) = DE/1 = DE y que, por tanto, f '(a) = BC. También pueden entender la
siguiente demostracion:

*f (X)*Z + *f '(X)*Z =1
*(X)*? =1-€in®x

fx)=y/1-sin®x=%cosx

Ul

[Fd|
Figura 10
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y, apartir delarelacién entre el signo deladerivaday el crecimiento delafuncion seno,
pueden descartar la posibilidad f *(X) = - cos x , siempre que hayan trabajado
anteriormente larelacion entrelagraficadelafunciony el signo de lafuncion derivada.

3 Conclusiones

1) Si analizamos las cuatro técnicas gue hemos comentado para calcular la derivada de
lafuncion seno desde el punto de vista de | as representaci ones ostensivas implicadas,
tenemos la tabla seguiente:

Método tradicional | Expresion simbdlicade f (x) == Expresion ssimbdlicade f
(Técnical) (X

Alternativa 4 Grdficade f (X)/Expresion smbdlicade f (x) &= Expresion
(Técnica4) simbdlicade f*(x)

Alternativa 2 Expresion simbdélicade f (X) &= Gréficade f "(X) Y
(Técnica 3) Expresion simbodlicade f *(x)

Alternativas1y 3 | Gréficade f(x) &= Tablade f'(x) Y Gréficade f'(x) Y
(Técnica2) Expresién simbolicade f*(x)

En esta tabla se puede observar que o que se pierde en rigor se gana en el nimero de
representaciones ostensivas implicadas. Esto nos lleva a considerar que el nimero de
representaciones implicadas en una actividad ha de ser un elemento, tanto 0 més
importante que el rigor o lageneralidad del procedimiento, en el momento de decidirnos
por unaactividad u otra, yaque amayor nimero de representaciones implicadas, mayor
numero de funciones semidticas.

2) Latabladelafigura2 que relacionalos ostensivos de f(x) conlosdef '(x) abrela
posibilidad de efectuar un andlisis del calculo de primitivas desde € punto de vista de
las representaci ones ostensivas implicadas, analogo a que aqui hemos realizado parael
célculo de derivadas.

3) Consideramos que el g emplo analizado ilustraclaramente la potenciade lahipétesis
(*) para analizar secuencias de actividades que tienen como objetivo el clculo de la
funcion derivada. L asdiferentestécnicas que hemosanalizado nosllevan aproponer que
las actividades de ensefianza-aprendi zaj e disefiadas paratrabajar €l cdlculo delafuncién
derivadaanivel de bachillerato tengan por objetivo quelos alumnos puedan entender €l
esquema siguiente y las técnicas de célculo de funciones derivadas que de € se
desprenden .
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ESQUEMA PARA CALCULAR LA FUNCION DERIVADA

1) Utilizando limites

Jox+h)-fx)

Cacular f'(X) = 1’11121 p

Directamente | 2) Gréficamente
1) Hallar una condicion que cumplan todas

|as rectas tangentes
2) Calcular f "(x) apartir de la condicion anterior
¢Como se 3) Aproximadamente
h —
caculaf® (x) 1 1) Dibujar lagréficade w

paraun valor de h muy pequefio
2) Considerar que

ferh) &) | gim

h )

f(x+h})l—f(x) - £ ()

3) Hallar laexpresién de f *(x) a partir de

Sox+h)-fx)

lagréficade h

ndirectamente| 4) Utilizando las reglas de derivacion, la derivacion
logaritmica, etc.

Notasfinales

1 Utilizamos el término ostensivo en el sentido de que se puede mostrar a otro
directamente.Por representacion ostensiva entendemos, por g emplo, la formula de la
funcion que el profesor escribe en lapizarray el alumno ve directamente.

2 Por ggemplo, € libro “El lenguaje de lasfuncionesy las graficas’ del Shell Centre for
Mathematical Education” (1990). O €l crédito variable de ESO “Lecturai representacio
de grafics’ ( Font y Bujosa 1995).

3 Siguen € procedimiento habitual: 1) Colera, J.; de Guzman, M.; Salvador, J. (1995)
Mateméticas de 3° de BUP. Anaya. Madrid.; 2) Alvarez, F.; Garcia, C.; Garrido, L.M.;
Vila, A. (1987) Factor-3: Matematicas de 3° de BUP. Vicens-Vives: Barcelona.; 3)
Besora, J.; Jané, A.; Guiteras, JM.: (1998). Matematiques de 1r de Batxillerat
(Modalidad Ciencias/Tecnologia). McGraw-Hill: Espafia.
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Sigue una variacion del procedimiento habitual: Anzola, M.; Vizmanos, J.R. (1997)
Matematicas de 3° de BUP. SM : Madrid.

Sigue latécnica3y €l procedimiento habitual: 1) Bujosa, J.M.; Cafadilla, J.L.; Fargas,
M.; Font, V. (1997). Matematiques de 1r de Batxillerat (Modalidad
Ciencias/Tecnologia). Castellnou: Barcelona.; 2) Bujosa, J.M.; Canadilla, J.L.; Fargas,
M.; Font, V. (1998). Matematiques de 2n de Batxillerat (Modalidad
Ciencias/Tecnologia). Castellnou: Barcelona. (la demostracion tradicional estd como
ampliacion en € libro de 2°)

4 CALCULA (Oliver6, M; Abrev, J.: 1988. Grupo Editorial Iberoamérica) es un

graficador que permite efectuar los pasos siguientes:

. Dibujar lagréficade lafuncion f (x) = sen x

. Por un punto cualquierax = a dibujar larectatangente ala gréfica de lafuncion

f (X) = sen x con un triangulo de base 1 y de atura la pendiente de la recta

tangente (f '(a)).

. Mover el punto anterior sobre lagréficade lafuncién f (x) = sen x utilizando el
teclado (o € raton) del ordenador para obtener diferentes valores def *(a).

Bibliografia

BORBA, M.C.; CONFREY, J.: (1996). A student’s construction of transformations of
functions in a multiple representational environment. Educational Studies in
Mathematics, n. 31, pags. 319-337.

BREIDENBACH, D.; DUBINSKY, E.; HAWKS, J; NICHOLS, D.: (1992).
Devel opment of the process conception of function. Educational Sudiesin Mathematics,
n. 23, pags. 247-285.

DUBINSKY , E.: (1991). Reflective Abstraccion in Advanced Mathematical Thinking,
enD. Tal (ed.): Advanced mathematical thinking (pags. 95-123). Dordrecht. Kluwer A.
P.

DUBINSKY , E.; HAREL, G. (eds): (1992). The Concept of Function: Aspects of
Epistemology and Pedagogy. Washington D.C: MAA Notes 25.

DUBINSKY, E.: (1996) Aplicacién de la perspectiva piagetiana a la educacion
matematica universitaria. Educacion Mateméatica, 8, 3, pags. 24-41.

FONT, V.; BUJOSA, JM.: (1995). Lectura i representacio de grafics. Barcelona:
Castellnou.

FONT, V.: (2000) Procediments per obtenir expressions simbéliques a partir de
grafiques. Aplicacions a les derivades. Tesis doctoral. Universidad de Barcelona

FUENTE dela, M.; ARANDA, D.: (1994) Sobre gréficasy funciones en laESO. Uno,
n. 2, pags. 109-119.

17



GARCIA, F.J.: (1994). Funciones de la calculadora gréfica. Uno, n. 2, pags 103-108.

GARCIA, M.; LLINARES, S.: (1994). Algunos referentes para andlizar tareas
mateméticas. SJuma, n. 18, pags. 13-23.

JANVIER, C.: (1987). Trandation processes in mathematics education, en Janvier, C.
(ed.): Problemsof representation in theteaching and | ear ning of mathematics (pégs. 27-
32). Hillsdale, New Jersey : Lawrence Erlbaum A.P.

ROMBERG, T.; CARPENTER, T.; FENNEMA, E.; (1994). Integrating research onthe
graphical representation of functions. Hillsdale, N.J.: Lawrence Erlbaum.

RUTHVEN, K.: (1990). The influence of graphic calculator use on translation from
graphic to symbolic forms. Educational Studiesin Mathematics, n. 21, pags. 431-450.

SCHWARTZ, B.; DREYFUS, T.: (1995). New actions upon old objects: A new
ontological perspective on functions. Educational Sudiesin Mathematics, n. 29, pags
259-291.

SFARD, A.: (1991). On the dua nature of mathematical conceptions: reflections on
processes and objects as different sides of the same coin. Educational Sudies in
Mathematics, n. 22, pags. 1-36.

SFARD, A.: (1992). Operational origins of mathematical objects and the quandary of
reification: The case of function, en E. Dubinsky y G. Harel (eds.), The Concept of
Function: Aspects of Epistemology and Pedagogy. Washington D.C: MAA Notes 25,
pags 59-84.

SHELL CENTRE FOR MATHEMATICS EDUCATION (1990). El lenguaje de
funcionesy las gréficas. Madrid: MEC.

SLAVITT, D.: (1997). An aternative route to the reification of function. Educational
Sudies in Mathematics, n. 33, pags. 259-281.

TALL, D. (1992): L’ enseignement de I’ analyse al’ age de I’ informatique. en B. Cornu
(ed.) L’ordinateur pour enseigner les mathématiques (pags. 161-182). Paris. Presses
Universitaires de France.

ANEXO 1

A continuacion tienes un procedimiento que permite dibujar la recta tangente a la
funcidn seno en cualquier punto.

Procedimiento
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1 Dibuja una circunferencia de radio 1 con centro en (a, sen a) y determinael
punto de corte con €l ge de abscisas cuya abscisaes > a ( e punto C que se
encuentraaladerechade a).

2 Dibuja unarecta paralela a €je de abscisas que pase por € punto (a, sen a) y
determina el punto de corte con lacircunferenciaanterior cuyaabscisaes> a (el
punto D que se encuentra ala derechade (a, sen a)).

3 Mide el segmento del gje horizontal quetiene por origen (a, 0) y por extremo €l
punto determinado en el primer paso (el segmento BC).

4 Con origen en el punto D, dibuja un segmento vertical de igual longitud que el
segmento BC con extremo E, de mayor ordenadaque D si lafuncion escreciente
en x = a'y menor ordenada si es decreciente (hacia arriba si 1a funcion es
crecientey haciaabajo sl es decreciente) y marca el extremo (punto E).

5 Dibujalarectaque pasapor € punto obtenido en el paso anterior y por €l punto
(a, sena)

1a) Enlafigurasiguiente completael paso 5 del procedimiento anterior. ¢Has obtenido

larecta tangente?
/_\E
[a. sen 1 1
-
- f[a
. 2 ( 1 _

Figura 11

b) Utilizando la grafica de lafuncién seno que se adjunta calculaf *(0,4)

c) Utilitzando la gréafica de la funcién seno que se adjunta completa los pasos 2-5 del
procedimiento anterior y calculaf '(-B/2) y f'(2,2).

d) Utilizando este procedimiento para dibujar las rectas tangentes y calculando sus
pendientes hemos encontrado la siguiente tabla. Completala a partir de los resultados que
has obtenido en los apartados b i c.

X -B |-3 22 | -2 -B/2|-1 |-04 |O |04 |08 |14 |B/2|2

2,2

f') -1 |-0,99 -0,4 05 1 0,7 {017

€) Representa |a tabla en papel milimetrado y dibujala gréfica de lafuncion f *(x).¢Qué
grafica has obtenido? ¢Qué férmulatiene la derivada de la funcion seno?
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ANEXO 2

2 Podemosllegar al mismo resultado del problemaanterior analizando el procedimiento que
hemos utilizado para dibujar las rectas tangentes.

a) Explicaporqué DE=f'(a)y BC=1f"(a)

N

[a, sen 1 1p
-m
'S 7 fla 1 -
\ o ~.BF __c

Figura 13

b) Utilizandod tridngulo delafiguradguientey quesa?x+ aosx=1,deamuetragqe  f(x) = +cosx

| ()]

1F'I4]
Figura 14

c) Compara €l signo de - cos x con € crecimiento y decrecimiento de la funcion seno y
explica por qué no es posible lasolucién f *(x) = - cos x
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